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Auf die Anderung kommt es an!

Einfihrungsbeispiel fur die Differentialrechnung (nach Gunter Schmidt)
(aus Entdecken, Verstehen, Anwenden — Analysisunterricht mit dem T1 92, Texas I nstruments)

Ein Ballon steigt senkrecht bis auf 125 m Hohe Giber den Erdboden. Hier wird zum weiteren

Steigen ein kleiner Sandsack abgewor fen.

a) Beschreibe mit deinen eigenen Worten die Fallbewegung des Sackes (nach der animierten
Darstellung der Bewegung auf dem Voyage)

b) Auseiner Stroboskopaufnahmeim Sekundentakt kann man far
die ersten 5 Sekunden die jeweilige Hohe h des Sandsackes

ablesen: 125m? 120m? 105m? 80m? 45m? Om
Erstelle aus diesen Daten ein Weg-Zeitdiagramm (im Heft
und am Rechner im Data-Matrix-Editor) und ermittle durch
Probieren eine passende Funktionsgleichung s(t)

c) Mit welcher Geschwindigkeit schlagt der Sandsack auf der Erde
auf? (Beginne mit der Berechnung einer mittleren
Geschwindigkeit in den ersten 5 Sekunden, ............ wie kannst
du die Momentangeschwindigkeit in der 5. Sekunde ndhern???)

d) Wiekann man diemittlere, wie die Momentangeschwindigkeit i
im Graphen g(t) erkennen???

e) Lasst sich auch ein Geschwindigkeits-Zeitdiagramm und die
zugehorige Funktionsgleichung v(t) erstellen?

ad a) Wie verlauft die Fallbewegung?

ad b) Zeichne dasWeg — Zeit: h(t) Diagamm

A

h(m)

\{

t(s)

Welche Funktion passt zu den gezeichneten Punkten: ...,

Zum Zeichnen mit dem Voyage wahlen wir den y= Editor und miissen die Funktion als y1(x)
eingeben, d.h. der Zeitachse entspricht x, der Wegachsey.
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Zua) Wieman deutlich in der Animation erkennen kann, wird der Sandsack immer schneller, es
liegt aso eine beschleunigte Bewegung vor.

Zu b) Die Lage der Messpunkte (t/h(t)) bzw. (x/y) im Diagramm legt eine quadratische Funktion
nahe — nach unten gekrimmt, die bei t = x = 0 mit h(0) = y(0) = 125 beginnt.

Erste Versuche mit y1(x) = 125 — x? zeigen, dass die Kurve starker nach unten gekrimmt ist,
ausprobieren verschiedener Werte liefert bald die richtige L6sung:

y1(x) = 125 — 5x? diese Funktion ist nun als y1(x) im Rechner gespeichert

[Mit h und t geschrieben: h(t) = 125 — 5t ... bekannt (?) aus der Physik: freier Fall aus 125 m Hohe]

Zuc) Die Definition der (mittleren) Geschwindigkeit als Quotient aus Anderung des Weges durch
dazu bendtigte Zeit ist aus der Physik bekannt:

h(t,)- h
mittlere Geschwindigkeit: v = bh = M
Dt tz - t1

Y-I-(Xz)' y2(X1)

X=X
Als mittlere Geschwindigkeit fur die gesamte Bewegung wird leicht ein Wert von - 25 m/s
errechnet. Die verwendete Formel liefert auch die Steigung der Geraden (= Sekante) durch die

Kurvenpunkte mit x; = 0 und X% = 5. Damit sehen wir die mittlere Geschwindigkeit im
Diagramm als Steigung der Sekante durch die Kurvenpunkte zu t=0undt=5.

geschrieben mit x (fur die Zeit) und y (fir den Weg):  V(X,,X,) =

Mochte man der Momentangeschwindigkeit im Zeitpunkt t = 5 immer ngher kommen, muss das
Zeitintervall [to; t1] mit b, = 5 — dem Aufschlagpunkt - immer kleiner gewahlt werden.

Handisch werden die Geschwindigkeitswerte fur die Zeitintervalle [1,5] , [2;5] , [3;5], [4;5]
berechnet. Diesist aber noch immer nicht die Momentangeschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 5.

Was passiert fur das , Intervall [5;5]“ - (liegt hier Gberhaupt noch ein Intervall vor??)
Durfen wir auch Intervalle [4,5; 5] oder [4,9; 5] wahlen?

Die mittlere Geschwindigkeit entspricht der Steigung der zugehérigen Sekante im
entsprechenden Intervall. Was passiert mit der Steigung der Sekante, wenn wir zur
Momentangeschwindigkeit im Zeitpunkt t = 5 Ubergeher?

Wir sehen: Zur Berechnung der Momentangeschwindigkeit im Zeitpunkt t = 5 mussen wir das
Zeitintervall immer kleiner, ndher an t = 5 wahlen. Der Rechenvorgang ist immer derselbe, die
Zahlen immer ,umstandlicher* und damit wesentlich einfacher mit dem Computer auszufthren:

Fer

Wir definieren daher am Voyage eine Funktion [~ [ deor 2l ate o her Pramia]cier ug|

ksek(a,b) = —W(bt)): yX@)

» Sekantersteigungsfunktion im Intervall [a;b]“. bl Z SlES  cee(a.b) Cone

Cul Chy—viCalrr Ch—arrksekda, hy
YEETIE [EG ALTO FUMC 173w

Damit kénnen wir uns immer ndher an denZeitpunkt t =5
herantasten: Die Ergebnisse ndhern sich immer mehr dem
Wert — 50. Wir schlieffen daraus: Der Sandsack prallt mit

[ AL genr-alcatc o e pramiafcien vl
L A = oI

einer Geschwindigkeit von v =- 50 m/s auf. At .
Damit dem Ubergang von der mittleren Geschwindigkeit | = k==ket. 2,3 s
zur M omentangeschwindigkeit die Steigungen der s s a5 b
zugehorigen Sekanten in die Steigung der Tangente e o it

. . - K ® Lzekid, ¥322993, 5 =108
Ubergeht, haben wir damit auch die Tangentensteigung fur

den Punkt (5/y1(5)) berechnet.

VEETIR [EG ALTO FUMC11/30
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Wir kdnnen unsere Rechnung nun fur jeden beliebigen Zeitpunkt t verallgemeinern:

Wir néhern uns dem Zeitpunkt t von der linken | [*&=Jrgéaralcaic offer Prantalcier ue
%te ha. Imma, md,]r an L] TE A I N =10, '[L—.DE__

A . L = krekit .01, t) -0, [+ 005
[Probiere auch eine Anngherung an t von der " ksekit - 001 . 1) -18. 7t - . 8005
ra:hten %te. Wahle (t + . t)] B Lzekit -1.e-4,%) -10. '|:'.- - .E|E||:|E|5:

! ® ksekit - 1. 675, 1) 1@, [t - . 02E0AS;
= hrmkit 1.E-d,hd -1C. +
i al ] i ® Lsekit -1.E-7. %) i 1O 4
Die erhaltenen Werte nahgrn sch |m.mer"me_hr kzek{t—.0DO0OOL , &£
dem Wert - 10-, damit gilt allgemein fir die WERTIR TEG ALTD FINC 1075

Momentangeschwindigkeit des Sandsackes zum
Zeitpunkt t: v(t) = - 10t

Die Momentangeschwindigkeit und damit die Tangentensteigung haben wir aus der mittleren
Geschwindigkeit bzw. der Sekantensteigung errechnet, indem wir die Lange des Intervalles immer
kleiner gewahlit haben.

Diesen Prozess kénnen wir mit einem Intervall | [* &= dearalchicloiher Prantafciear v

der Langeh  [t+h;t] oder [t-h;t] " ksekit —h, t) ERC I

mit Hilfe des Grenzwertes wobei die Langedes | =/ tip (52t ~ ) .

Intervalles h gegen Null strebt (Befehl ,, [imit*) " ksek(t +h, t) ERCETA

noch weiter vereinfachen. " (s (2t h) .
10+
YEETIR [EG ALTO FUMC 16/ 30

Weas fehlt noch:

Verallgemeinerung der Begriffe Sekantensteigung zum Diffenzenquotienten und das Bilden des
Grenzwertes des Differenzenquotienten wobei die Lange des Intervalles gegen Null strebt zum
Differentialquotienten.

Durch Wahl beliebiger Funktionen y1(x) konnen die Schiler nun selbstandig eigene Untersuchungen
durchfihren!




